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The Study of A Nonlinear Suspension Elastic Beam with An End Point Dynamic 
Vibration Absorber 
 




This study investigated the performance of a mass-spring dynamic vibration absorber (DVA) at the free 
end of a hinged-free elastic beam under simple harmonic excitation. This beam system was suspended by 
suspension cables. These cables were simulated by cubic nonlinear springs to examine the nonlinear 
characteristics of this system. This time-dependent non-homogeneous boundary condition problem was 
solved by Mindlin-Goodman method. The method of multiple scales was performed to solve the nonlinear 
equations. The 1:3 internal resonance was found at the 1st and 2nd modes of this beam system. The fixed point 
plots were obtained and compared with the numerical results to verify the system internal resonance. The 
Poincaré Map was also utilized to identify the system instability frequency region of the jump phenomenon. 
The optimal DVA mass and the spring constant were provided for best beam vibration reduction. Finally, the 
wind speeds and aerodynamic loads were included to investigate the stability of this system. The system 
stability was analyzed by Floquet theory and Floquet multipliers. The basin of attraction charts were made to 
verify the effects of the combinations of DVA’s mass and the spring constant at diverge speed. 
 
Keywords：Nonlinear, Internal Resonance, Mode Shape, Dynamic Vibration Absorber. 
 
一、 前言 















    對於本研究之主體-樑 (Beam) 而言，樑可說是
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為使用，且動態減振器 (DVA) 也是 TMD 的其中一
種。如 Hijmissen 和 Van Horssen [5] 的研究模型則為
直立且下端固定之 Bernoulli-Euler Beam，上端有一
彈簧、阻尼和質量所組成的減振器 (TMD) 以抑制樑
的橫向振動。另外 Zou 和 Nayfeh [6] 針對線性振動的
問題，利用改良後，具有雙自由度的 TMD 系統做減
振，發現效果優於單一自由度或更多自由度的減振
器。Wang 及 Lin [7] 則針對非線性振動的問題，以兩












本研究將考慮一線性 Bernoulli-Euler Beam 之彈
性樑，其一端為鉸接的邊界支撐，另一端為自由端並
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其邊界條件可表為以下之情況， 
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而減振器之運動方程為， 
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2.2 非線性運動方程式之解析 
    為求出此非線性方程式之解析解，吾人採用多尺
度法 (MOMS)，此方法是將時間分為時間變化劇烈與
時間變化緩慢兩種尺度，令 0T 為時間變化劇烈
項， 1T 、  22 T …為時間變化緩慢項。並假設，      ,...,T,TTxwε,...,T,TTxwεxw 21012100 ,,,,        (4) 
將上式代入式 (1～3) ，並假設結構阻尼、非線性彈
簧即所有外力的項為 1 ，則可將原方程式分為 0 與
1 。並由於減振器為線性，所以不需用 MOMS 法分
成不同的時間尺度，只需考慮 0 的運動方程即可。 
     
    由於本研究模型的邊界條件為非齊次性邊界條
件，其自由端乃是施予時變的外力，因此可運用
Mindlin and Goodman [8] 所提出的方法，將具有端點
減振器的樑之橫向振動位移函數 0w 分成兩部份，分別
為轉換位移函數  ,0 xv 和廣義的邊界位移函數
   00 wˆxh ，並藉由移位函數  xh0 造成轉換位移函數
的 邊 界 條 件 為 齊 次 性 。 則 可 得 到 移 位 函 數
  x
l
xh 10  ，並利用分離變數法，可得特徵值
 nn  785.0 、轉換位移函數  ,0 xv 、線性振動模
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因此可得此彈性樑的橫向位移函數 0w 如下， 













n CxxTTxw               (7) 
接下來吾人利用正交法解耦，由 0 組成的項為： 
  0ˆ 0420  mtmmm C 
                      
(8) 
並令系統的自然振動頻率為 tmmn CWA ˆ
42   ， 
由 1 組成的項為： 
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2.3 無減振器系統的理論模式之建立與分析 
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採用 MOMS 與分離變數法，求得特徵值  nn  785.0
與振動模態 )(~ xn ，並利用正交法解耦，可得出： 
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(11) 
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並令自然振動頻率為 42 mnNA   。為了找出振動
主體內共振的條件，因此利用 Van Horssen [4] 所提出
的數學技巧，求出在 6751166.6 時，第一及第二模
態有 1：3 的內共振情形。為求得其收斂解，故將式 (12) 
之 Secular Terms 挑出，將其令為零，可得 Solvability 
Condition。吾人就可求出此系統在 Fixed Points 
(Steady State) 的頻率響應。 
 
2.4 減振系統內共振之分析 





Secular Terms 挑出，將其令為零，可得 Solvability 





    為了分析本 DVA 減振器在穩定性的應用，吾人
刻意在本彈性樑系統中考慮一簡易的空氣動力之影
響，並改變風速U 的大小，並利用 Floquet Theory
來分析此系統。若無因次化的風速係數 Ua1ˆ 大於 0.02
時，阻尼項會由正轉負，則系統將會有發散的現象。
故本研究模型之發散速度為 02.0ˆ1 Ua ，利用四階
Runge-Kutta 法 求 出 具 減 振 器 系 統 之 Floquet 
Transition Matrix，搭配 F.M.判定法則，可繪製出系









與頻率關係繪製 Fixed Points 圖。吾人發現當以一簡
諧外力激擾第一模態，其第一及第二模態之 Fixed 
Points 圖如圖 3 所示 (橫軸為系統該模態，無因次共




模態，其第一及第二模態之 Fixed Points 圖如圖 4，雖
然是激擾第二模態，但第一模態之振幅卻遠大於第二
模態，此為非線性特有的內共振現象，證實了系統中
第一、二模態存在 1：3 內共振。為驗證此 Fixed Points
圖的準確性，吾人將無減振器系統中的各個模態，在
同一特定頻率下，時間域、Poincaré Map 驗證圖的振
























器的自然振動頻率造成影響，因此 NAn22~   。若將
減振器的彈性係數 ( 2~ˆ m
EI
















k 時，針對 1tC 減振器有最佳質量為
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    吾人利用 Floquet Theory 找出無因次發散速度
為 02.0ˆ1 Ua ，並以 F.M.做為判定準則，若為不穩定
狀況，就以一黑點表示之，若為穩定狀況，則不做
任何標記，以之繪製成 Basin of Attraction 圖形。在
幾乎不考慮無因次化風速之下，圖 10、11 是減振器
彈性係數為 0.1 及減振器質量分別為最佳及較差的
組合，圖 12 是減振器彈性係數為 0.05 及減振器質量














高。另外，為了驗證 Basin of Attraction 的準確性，
如圖 16 為無因次化風速到達發散速度時，穩定區域
的初始條件 (0.0,-0.1) ，並由第一模態及第二模態之
Time Response 和 Poincaré Map 為 Limit Cycle 
Oscillation (L.C.O.) ，得證白色區塊確實為穩定區
域。而圖 17 則是不穩定區域的初始條件 (0.0,0.0) ，
並由第一模態及第二模態之 Poincaré Map 為
Chaos，得證黑色區塊確實為不穩定區域，另外，其




值模擬驗證結果皆與 Basin of Attraction 相符，可見









藉由 MOMS 法、Fixed Points 圖、Time Response 圖、




分析並繪製出無減振器之 Fixed Points 圖，輔之以
Time Response、Poincaré Map 驗證主體之第一、第
二模態確實存在 1：3 非線性內共振及其不穩定區
域。 
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表 2 05.0/ˆ EIk 時，減振器質量對於振幅之影響 
 
 













圖 3 0 時，激擾第一模態之時間域驗證圖 
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圖 7 1.0/ˆ EIk 時， tnC 與減振器質量 mˆ的關係圖 
 








圖 10 0001.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 003542633.0ˆ m 之
Basin of Attraction 
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圖 11 0001.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 0003936259.0ˆ m 之





圖 12 0001.0ˆ1 Ua ， 05.0/ˆ EIk ， 0017713164.0ˆ m





圖 13 02.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 003542633.0ˆ m 之 
Basin of Attraction 
 
圖 14 021.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 003542633.0ˆ m 之





圖 15 021.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 0003936259.0ˆ m 之





圖 16 02.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 0003936259.0ˆ m 之
穩定區域的時間域、Poincaré Map 驗證圖 
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圖 17 02.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 0003936259.0ˆ m 之





圖 18 021.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 003542633.0ˆ m 之穩
定區域的時間域、Poincaré Map 驗證圖 
 
圖 19 021.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 003542633.0ˆ m 之不





圖 20 021.0ˆ1 Ua ， 1.0/ˆ EIk ， 0003936259.0ˆ m 之
不穩定區域的時間域、Poincaré Map 驗證圖 
 
